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ESPACES LOCALEMENT K-CONVEXES. III 
PAR 
J. VAN TIEL 
(Conununicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of October 31, 1964) 
ESPACES n'APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES 
Dan8 ce chapitre, E et F de8igneront de8 e8paCe8 localement K-cOnVexe8. 
§ 1. Partie8 equicontinue8 de 2(E, F). 
Designons par 2(E, F) l'espace vectoriel des applications lineaires 
continues de E dans F. Soient "Y un systeme fondamental de voisinages 
de 0 dans F, 6 un recouvrement de E forme de parties bornees. Sur 
2(E, F) nous definissons une topologie (;@) de la falton suivante: un 
systeme fondamental de voisinages de 0 pour (;@) est forme des ensembles 
.. 
n W(At, Vt), OU n E N, Ai E 6, Vt E"Y (i= I, ... , n), W (A, V) = 
= {f E 2(E, F)lf(A) C V}. L'espace 2(E, F), muni de la topologie 0@), 
est un espace localement K-convexe (voir [2], [18]). On appelle 0@) la 
6-topologie sur 2(E, F), ou la topologie de la convergence uniforme 
dans les ensembles de 6 sur 2(E, F). 
Comme dans Ie cas reel, on ne change pas la 6-topologie sur 2(E, F) 
lorsqu'on remplace 6 par l'un des ensembles de parties suivants: 1°. l'en-
semble des reunions finies d'ensembles de 6; 2°. l'ensemble des parties 
des ensembles de 6; notons que cet ensemble contient les intersections 
finies d'ensembles de 6; 3°. l'ensemble des combinaisons lineaires finies 
d'ensembles de 6; 4°. l'ensemble des enveloppes K-convexes d'ensembles 
de 6; 5°. l'ensemble des adherences des ensembles de 6. Nous demon-
trons 3°: si A, p, E K, p,=I- 0, IAI <: 1p,1, A, BE 6, V E "Y, f E W(A u B, p,-l V), 
on a f(Aa+p,b) = Af(a) +p,f(b) E Ap,-IV +p,p,-IV C V + V C V (a EA, bE B), 
donc W(A u B, p,-l V) C W(AA + p,B, V). De plus, on a W(A u B, p,-l V) = 
= W(A, p,-l V) n W(B, p,-l V). 
Dan8 tout ce qui 8uit, 6 designera un recouvrement d'un e8pace localement 
K-convexe, forme de partie8 bOrnee8, et 8ati8fai8ant aux condition8 8uivante8: 
a. le8 en8emble8 de 6 80nt K -convexe8 (cf. 4°) ; b. 8i A E 6, on a AA E 6 (A E K) 
(cf. 3°); c. il exi8te un 8Y8teme fondamental de voi8inage8 de 0 pour 0@) 
forme d'en8emble8 de la forme W(A, V), ou A E 6, V E"Y (cf. 1°). 
Nous designons par 08, 0c et (;b les 6-topologies sur 2(E, F) definies 
respectivement par l'ensemble des parties finies de E, par l'ensemble des 
parties compactes de E et par l'ensemble des parties bornees de E (topo-
274 
logie respectivement de la convergence simple, de la convergence compacte 
et de la convergence bornee). 
L'espace vectoriel des applications de E dans F, muni de la topologie 
de la convergence simple (qu'on de£init comme pour 2(E, F)), est un 
espace vectoriel topologique que nous designons par FE. La topologie 
de FE induit sur 2(E, F) la topologie 0 s• 
Pour une partie H de FE, ils designe l'adherence de H dans FE. 
Definition 4.1. Une partie H de 2(E, F) est appelee equicontinue 
si, pour tout V E r, il existe un voisinage U de 0 dans E tel que H(U) C V. 
Theoreme 4.1. Soit H une partie de 2(E, F). On a les propositions 
suivantes: 
1 0. Si H est equicontinue, H est bornee pour 0b. 
2°. Si E est un espace K -tonnele et si H est bornee pour 0 s , H est equi-
continue. 
3°. Si H est equicontinue, O(H) est equicontinu. 
4°. Si H est equicontinue, on a ils C 2(E, F), et ils est equicontinu. 
5°. Si H est equicontinue, on a 0 slH = 0 c1H. 
Demonstration (cf. [9]). 1°. Soit W (A, V) un voisinage de 0 dans 
2(E, F) pour 0b. II existe un voisinage U de 0 dans E tel que H(U) C V, 
et il existe A E K tel que A C AU. Alors on a H(A) C H(AU) C AV, donc 
He W(A, AV) =AW(A, V). 
2°. Soient x E E, V un voisinage ferme de 0 dans F. II existe A E K, 
A"",O tel que He AW(X, V), donc 
A-IX ET= n I-I(V). 
fEH 
n s'ensuit que Test absorbant; en etant K-convexe et ferme, T est un 
K-tonneau, done un voisinage de 0 dans E. On en deduit que H est equi-
continue. 3° suit immediatement de la definition de O(H) (def. 2.3.a). 
Pour 4° et 5°, on peut suivre les demonstrations dans [9] (p. 56, 59). 
Remarque. Du theoreme 4.1 on peut deduire Ie theoreme de Banach-
Steinhaus (cf. [2], p. 27 et [9], p. 68); voir aussi [18]. 
Dans ce qui suit, nous emploierons Ie theoreme suivant bien connu: 
Theoreme 4.2. Pour qu'une partie S de FE soit relativement compacte 
dans FE, illaut et il suffit que, pour tout x E E, l'ensemble S(x) = {/(x)11 E S} 
soit relativement compact dans F. 
Demonstration. Cf. N. Bourbaki, Topologie generale, Fascicule de 
resultats, 1 ere edition, p. 47. 
Nous designons 2(E, K) par E', les topologies 0 8 et 0b sur E' respective-
ment par a(E', E) ("topologie faible") et b(E', E) ("topologie forte"), et 
l'espace vectoriel E', muni de ces topologies, respectivement par Ea' 
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("dual faible" de E) et E b' ("dual fort" deE). Nous emploierons l'adverbe 
"faiblement" ("fortement") pour designer des proprietes se rapport ant 
it la topologie faible (forte) sur E'. 
Si H est une partie de E', iJa designe l'adherence de H dans KE. 
Du theoreme 4.1 on tire Ie theoreme suivant: 
Theoreme 4.3. Soit H une partie de E'. On a les propositions suivantes: 
1 0. Si H est equicontinue, H est lortement bornee. 
2°. Si E est un espace K -tonnele et si H est laiblement bornee, H est 
equicontinue. 
3°. Si H est equicontinue, on a iJa C E', et iJa est equicontinu. 
4°. Si H est equicontinue, on a a(E', E)IH = (rycIH. 
Remarques. l. Nous caracteriserons plus loin (coroll. 1 du tho 4.15), 
it l'aide d'une reciproque du tho 4.3, 2°, les espaces K-tonneMs sur un 
corps complet spherique. 
2. Si iJ est l'adherence d'une partie H de E' dans Ea', on a iJ =iJa n E'. 
Si H est une partie equicontinue de E', on a iJ =iJa (th. 4.3, 3°). 
Theoreme 4.4.a. Supposons que K soit un corps local. Pour toute 
partie equicontinue H de E', l'ensemble iJa est laiblement compact. 
b. Supposons que K soit complet spherique. Pour toute partie K-convexe 
et equicontinue H de E', l'ensemble iJa est laiblement c-compact. 
Demonstration. a. H est fortement bornee (th. 4.3, 1°), donc 
faiblement bornee; il s'ensuit que H(x) est borne, donc relativement 
compact, dans K (x E E). D'apres Ie theoreme 4.2, H est relativement 
compacte dans KE, donc iJa est faiblement compact. 
b. H(x) est K-convexe, donc c-compact, dans K (x E E) (th. 2.6). D'apres 
un theoreme analogue au theoreme de Tychonoff (voir [20]) H est contenue 
dans une partie A K-convexe et c-compacte de KE; comme KE est un 
espace localement K-convexe, A est une partie fermee de KE. II s'ensuit 
que iJa C A; iJa est donc c-compact dans KE. On en deduit que iJa est 
faiblement c-compact. 
Le theoreme 4.4.a n'est plus valable si on remplace "un corps local" 
par "un corps complet spherique": 
Theoreme 4.4.c. Supposons que K soit complet sPherique et que K 
ne soit pas un corps local. A lors , pour tout espace localement K-convexe E, 
il existe un ensemble equicontinu H dans E' tel que iJa n' est pas laiblement 
compact. 
Demonstration. Soit A une partie bornee et non relativement 
compacte de K; soit a E R, a> 0 tel que IAI <; a. Soient Xo E E et pEr 
tels que p(xo) ¥= o. Pour tout tX E A, definissons la forme lineaire 10< sur 
[xo] par I ",(AXo) = AtX (A E K); alors on a 
1/,,(Axo)1 = IAtXl <; alAI =a· (p(xo))-1.p(AXo) (tX E A, A E K). 
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D'apres Ie theoreme 3.5 il existe une forme lineaire continue fIX * sur E, 
proiongeant fIX> telle que IflX*(x) I <a· (p(xo))-1.p(x) «xEA, xEE). Posons 
H = {fIX *IIX E A}. Pour tout voisinage V = {(3 E XI 1(31 < B} de 0 dans X il existe 
un voisinage U de 0 dans E, savoir U = {x E Elp(x) < Ba-1p(xo)}, tel que 
H(U) C V; H est donc equicontinu. On a H(xo) = {t1X*(xo)11X E A}=A, done 
H(xo) n'est pas relativement compact dans X. On en deduit que H n'est 
pas relativement compact dans XE (th. 4.2), done J1" n'est pas faiblement 
compact. 
Remarque. Supposons que X ne soit pas un corps local et que X 
ne soit pas eomplet spherique. Alors il existe un espace localement X-
convexe E de dimension finie et un ensemble equieontinu H dans E' tels 
que J1a n' est pas faiblement compact: on peut prendre E = X; definissons, 
pour tout IX E A, la forme lineaire continue fIX sur X par l,,(A)=AIX (A E X) 
et posons H={flXl IX EX}, V={(3EXII(3I<B}, U={AEXIIAI<ea-1}. On a 
H(U) C V, done H est equieontinu; H(I) =A, donc H n'est pas relative-
ment compact dans XE. 
§ 2. Ensembles r-fermes. 
Definition 4.2. On dit qu'une partie A de E est r-fermee si, pour tout 
x E E, x ¢ A, il existe une semi-norme pEr telle que p(A) < I, p(x) > 1. 
Exemples. 1. L'ensemble {xEElp(x)<B}, ou BER, B>O, pEr, est 
r-ferme. 
2. Soit f une forme lineaire continue sur E. On a If(x+y)1 <max (jf(x) I , 
If(y)j) (x, y E E), done l'application x -+ If(x)1 est une semi-norme n.a. con-
tinue sur E, it valeurs dans WK. L'ensemble {x E Ellf(x)1 <B}, ou BE R, 
B> 0, est r-ferme. 
Theoreme 4.5.a. L'intersection d'une famille de parties r-fermees de 
E est r-fermee. 
b. Une partie r-fermee de E est X-convexe et fermee. 
Demonstration. a. Soit B l'interseetion d'une famille gj de parties 
r-fermees de E. Soit Xo E E, Xo ¢ B. II existe A E gj tel que Xo ¢ A, et pEr 
avec p(xo) > I, p(A) < I, done p(B) < 1. II s'ensuit que Best r-fermee. 
b. SoientA unepartie r-fermee deE, etx, YEA. SupposonsAx+,uy ¢ A, 
ou A,,u EX, IAI < I, l,ul < 1. Alors il existerait pEr avec p(A) < I et 
p(AX+,uy) > I, d'ou I <p(AX+,uy) <max (p(x), p(y))<I, ee qui est absurde. 
A est donc X-eonvexe. Si Xo ¢ A, il existe pEr avec p(xo) > I, p(A) < 1. 
Po sons U={xEElp(x-xo)<I}; on a p(x) = max (p(x-xo), p(xo))>1 
(x E U), done UnA = 0. II s'ensuit que A est fermee. 
Remarques. 1. La reunion de deux ensembles r-fermes n'est pas 
necessairement r-fermee: soit Q2 Ie corps des nombres 2-adiques. Con-
siderons Q2 x Q2 comme espaee vectoriel sur Q2; eet espaee, muni de la 
norme (x, y) -+ Ii (x, y)1i = max (lxI2, lyl2) ((x, y) E E; x -+ Ixl2 etant la 
valuation de Q2), est un espace vectoriel norme n.a. que nous appelons E. 
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Definissons les semi-normes n.a. continues p, q sur E par p(x, y) = Ix12' 
q(x, y) = lyl2 ((x, y) E E), et po sons A = {(x, y) E Elp(x, y) <., I}, B= 
= {(x, y) EElq(x, y)<.,I}; A et B sont F-fermes. On a (0, t) EA, (t, 0) E B, 
p(t, t)=q(t, t)=2, donc (t, t) ¢=A u B. II s'ensuit que l'ensemble A u B 
n'est pas Q2-convexe, donc il n'est pas F-ferme (th. 4.5.b). 
2. Un ensemble F-ferme n'est pas necessairement borne: l'ensemble A 
de la remarque 1 n'est pas borne dans E. 
Chaque partie de E est contenue dans un ensemble F-ferme, savoir E. 
D'apres Ie theoreme 4.5.a, nous pouvons donner la definition suivante: 
Definition 4.3. L'enveloppe F-termee A d'une partie A de E est le 
plus petit ensemble F-terme dans E contenant A. 
A est l'intersection de la famille des ensembles F-fermes dans E con-
tenant A. Evidemment, on a: 
Theoreme 4.6 .a. Pour que A soit F-terme, il taut et ilsuffit que A =A. 
b. Si A C BeE, on a A C B. 
Theoreme 4.7 .a. Supposons que X soit complet sphCrique. Soient A 
une partie F-termee de E et Xo E E, Xo ¢= A. Alors il existe tEE' avec 
It(xo)l> 1, It(A)1 <., 1. 
Demonstra tion. II existe p E F avec p(A) <., 1, p(xo) > 1, et Ao EX 
avec 1 < IAol <"p(xo) (si la valuation de X est discrete, il existe AO E X tel 
que IAol =p(xo)). Definissons une forme lineaire t sur [xoJ par t(AXo)=AAo 
(A EX); on a It(AXo) I = IAAol = IAlp(Xo) = p(AXo). D'apres Ie theoreme 3.5 il 
existe une forme t* E E', prolongeant t, telle que It*(x)1 <.,p(x) <., 1 (x E A) 
et It*(xo)1 = IAol > 1. 
Theoreme 4.7. b. Soit A une partie de E, et supposons que, pour 
tout Xo E E, Xo ¢= A, il existe tEE' avec It(xo)1 > 1, It(A)1 <., 1. Alors A est 
F-termee. 
Demonstration. Soit Xo E E, Xo ¢= A. II existe tEE' avec It(Xo)1 > 1, 
It(A)1 <., 1. L'application x --+ p(x) = It(x)1 (x E E) est une semi-norme n.a. 
continue sur E, et on a p(xo) = It(xo)1 > 1, p(A) <., 1. A est donc F-fermee. 
Corollaire. Supposons que X soit complet spherique et que la 
valuation de X soit discrete. Des theoremes 3.10 et 4.7.b on deduit que 
toute partie fermee X-convexe de E est F-fermee. 
Theoreme 4.8. Supposons que X soit complet sphCrique. Soit A une 
partie de E, et posons FA ={pEFlp(A)<.,I}, <PA={tEE'J It(A)I<.,I}. 
Alors on a: 
1°. Si FA =0, on a A=E; si r A =F0, on a 
A = n {x E Elp(x) <., I}. 
PErt! 
2°. Si <PA =0, on a A=E; si <PA =F0, on a 
A = n {x EEl It(x)1 <., I}. 
IE</>..4 
18 Series A 
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3°. Si A est bornee et si mp= sup p(x) (p E F), on a 
meA 
A = n {x E Ejp(x) <mp}. 
pEr 
Demonstration. 1°. Supposons que r A ¥-0; posons B= 
= n {x E Ejp(x) < I}. D'apr<3s Ie theoreme 4.5.a, Best r-ferme, donc 
perA 
A C B. Soit Xo E E, Xo 1= A; il existe pEr avec p(xo) > 1 et p(A) < l. II 
s'ensuit que p(A) < 1, donc p ErA. On voit que Xo 1= B, d'ou Be A. 
Si r A=0, comme A est r-ferme on a A=E. 
2°. Supposons que @A¥-0; posons 0= n {xEEjjt(x)j<I}. D'apres Ie 
te<P A 
theoreme 4.5.a, 0 est r-ferme, donc A CO. Soit Xo E E, Xo 1= A; d'apres 
Ie theoreme 4.7.a il existe tEE' avec jt(xo)j> 1 et jt(A)j < l. II s'ensuit 
que jt(A)j < 1, donc t E @A. On voit que Xo 1= 0, d'ou 0 C A. 
Si @A=0, comme A est r-ferme on a A=E (th. 4.7.a). 
3°. Supposons que A soit bornee; po sons D= n {x E Ejp(x) <mp}. 
PEr 
D'apres Ie theoreme 4.5.a, D est r-ferme, donc A CD. Soit Xo E E, 
Xo 1= A; il existe pEr avec p(xo) > 1, p(A) < l. Comme p(A) < 1, on a 
mp < l. On en deduit que Xo 1= D, donc DCA. 
Corollaire. Si A est une partie bornee de E, A est borne et A est 
Ie plus petit ensemble r-ferme et borne dans E contenant A (A est l'inter-
section de la famille des ensembles r-fermes et bornes dans E contenant A). 
Theoreme 4.9. Soient (; une 6-topologie sur E', (;' la 6-topologie 
sur E', ou 6={AjA E 6}. On a (;= (;'. 
Demonstration. D'apres Ie corollaire du theoreme 4.8, '6 est un 
recouvrement de E forme de parties bornees. Soient A E 6, 8 E R, 8>0, 
V = {~E Kjj~j <8}, t E W (A, V) = {t E E'jt(A) C V}, et soit Xo E E tel que 
jt(xo)j >8. L'application x -+ s-ljt(X)j (x E E) est une semi-norme n.a. 
continue p sur E, et on a p(A) < 1, p(xo) > 1; d'apres Ie theoreme 4.8 on a 
Xo 1= A. II s'ensuit jt(A)j <8, donc t E W (A, V). On en tire que W (A, V) = 
= W (A, V) (A E 6). 
Corollaire. On peut supposer que les ensembles de 6 sont r-fermes. 
§ 3. Dualite. 
Supposons que K soit complet spherique. Pour tout x E E, definissons 
l'application F x de E' dans K par F xU) = t(x) U E E'); F x est une forme 
lineaire continue sur Ea', donc Fx E (E~)' (x E E). D'apres Ie theoreme 
3.9, l'application x -+ Fx de E dans (E~)' est biunivoque. 
Theoreme 4.10. L'application x -+ F x est une application de E 
sur (E~)'. 
Demonstration (cf. [9], p. 73). Soit BE (E,/),; Best une appli-
cation continue pour a(E', E). Soit V={tEE'jjt(Xi)j<8 (i=l, ... ,n)}, ou 
Xi E E (i = 1, ... , n), 8 E R, 8> 0, un voisinage de ° pour a(E', E) tel que 
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IB(V)I < 1. Supposons que Xl, ... , Xk soient lineairement in dependants et 
que Xk+1, ... , Xn soient des eombinaisons lineaires des Xl, ... , Xk. Soient 
k 
Ail E K (i = 1, ... , k; 1 = k + 1, ... , n) et Xl = L Ail Xi (l = k + 1, ... , n); posons 
i~l 
a=max (1, max IAil!). 
k+l';;Z';;n 
l~i~k 
Si W={fEE'II/(xi)I<.sa-1 (i=l, ... ,k)}, on a IB(W)I<l. L'espaee 
Lm= [Xl, ... , Xm-l, Xm+l, ..• , Xk] est un sous-espaee de dimension finie de 
E; eomme K est eomplet, Lm est ferme dans E (m= 1, ... , k) (voir [1], 
p. 28). D'apres Ie theoreme 3.11 il existe 1m E E' avec Im(xm) = 1, Im(Xi) = 0 
k 
pour i= 1, ... , m-l, m+ 1, ... , k (m= 1, ... , k). Po sons Xo= L B(fm)xm; si 
m~l 
I EE', IE [/1, ... , Ik], on a B(f)=/(xo). Si lEE', I(Xi)=O (i=l, ... , k), on a 
alE W, done laIIB(f)I<1 (aEK); il s'ensuit que B(f)=O=/(xo). 
k 
Soit, enfin, I un element queleonque de E'; po sons h = L l(xm)lm et 
m~l 
g=l-h. On a g(Xi)=O (i=l, ... , k); d'apres ee que nous venons de de-
montrer, on a done B(g)=g(xo), B(h)=h(xo), d'ou B(f)=B(g+h)=/(xo). 
Dans tout ce qui suit, nous supposons que K soit complet spherique. D'apres 
Ie theoreme 4.10 nous pouvons done identifier les espaees veetoriels (E~)' 
et E. La topologie (ry8 sur (E~)' induit sur E une topologie que nous in-
diquons par a(E, E') ("topologie affaiblie" sur E, appeIee aussi "topologie 
faible" sur E; nous emploierons l'adverbe "faiblement" pour designer 
des proprietes se rapportant ala topologie affaiblie sur E). Nous designons 
par Ea l'espaee veetoriel E muni de la topologie a(E, E'). Toute lEE' est 
continue pour a(E, E'), done Ea et E~ sont les duals faibles l'un de l'autre. 
Nous disons qu'une topologie (ry sur E est compatible avec la dualite 
entre E et E' ((E, E')-compatible) si (ry est loealement K-eonvexe et si 
l'espaee veetoriel E' est Ie dual de l'espaee obtenu en munissant l'espaee 
veetoriel E de la topologie (ry. La topologie a(E, E') est la topologie la 
moins fine sur E qui est (E, E')-eompatible. 
Definition 4.4. Pour toute partie A de E, on appelle polaire de A 
dans E', et on designe par AO, l'ensemble {/EE'II/(A)I<I}. 
Remarque. AO est identique a l'ensemble <PA, defini dans Ie theo-
reme 4.8. 
Nous appelons a-tonneau toute partie de E' qui est un K-tonneau 
dans E~. 
Theoreme 4.11. Soient A, B des parties de E. On a les propositions 
suivantes: 
1°. Si A C B, on a BO C AO. 
2°. AO est une partie F-Iermee de E~, donc AO est une partie K-convexe 
et laiblement lermee de E'. 
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3°. Si A est bornee, A 0 est une partie absorbante de E'. 
4°. Si A est bornee, AO est un a-tonneau. 
5°. Si A est absorbante, A 0 est une partie laiblement bornee de E'. 
6°. Si U est un voisinage de 0 dans E, UO est laiblement c-compact. 
7°. Si K est un corps local et si U est un voisinage de 0 dans E, UO est 
laiblement compact. 
8°. (.J)o=Ao. 
Demonstration. 1° est une consequence immediate de la definition 
4.4. 2°. Soit lEE', I ¢ AO; il existe Xo EA tel que /I(xo)/ > l. On a Xo E (Ea')', 
et /xo(f)/ = /I(xo)/ > 1; il s'ensuit que /AO(xo)/ < 1, donc /xo(AO)/ < l. D'apres 
Ie theoreme 4.7.b, AO est r-ferme dans E~. 3°. Soit lEE'. II existe un 
voisinage U de 0 dans E et A E K teis que l'on a /I(U)/ < 1 et A C AU, done 
IE AAo. 2° et 3° entrainent 4°. 5°. Soit V ={I E E'//I(Xi)/ <8 (i= 1, ... , n)}, 
ou nEN, XiEE (i=l, ... ,n), 8ER, 8>0, un voisinage de 0 dans E~. 
II existe A E K, A*O tel que Xi E AA (i = 1, ... , n). Si f1 E K, 0< /f1/ <8, on a 
/(f1A-1AO) (Xi)/<8 (i=l, ... ,n), donc f1A-IAoC V ou bien AOCAf1-1V. 
6°, 7°. On a / UO( U)/ < 1, donc UO est equicontinu; UO est une partie K-
convexe et faiblement fermee (2°), donc faiblement c-compacte (th. 4.4.b), 
de E'. Si K est un corps local, UO est faiblement compact (th. 4.4.a). 
8°. On a A C A, donc (.1')0 C AO (10). Si lEE', /I(A)/ < 1, on a /1(.1')/ < 1 
(th. 4.8, 2°), donc AO C (.1')0. 
Theoreme 4.12. Soit (; une S-topologie sur E'. L'ensemble {Ao/A E S} 
est un systeme londamental de voisinages de 0 pour (;. 
Demonstration. D'apres notre definition d'une S-topologie, si 
A E S l'ensemble AO est un voisinage de 0 dans E' pour (;. Si W (A, V), 
ou AES, V={iXEK//iX/<8}, 8ER, 8>0, est un voisinage de 0 dans E' 
pour (;, et si AEK, 0</A/<8, on a: (A-1A)OC W(A, V). 
Corollaire. Des theoremes 4.11, 4° et 4.12 on deduit: pour la 
topologie b(E', E) il existe un systeme fondamental de voisinages de 0 
forme de a-tonneaux. 
D efi nit ion 4. 5 . Pour toute partie A de E, on appeUe bipolaire de A, 
et on designe par AOo, l'ensemble {x E E//AO(x)/ < I}. 
Nous remarquons que AOO est Ie polaire de AO dans (E~)' =E. 
Theoreme 4.13. Soit A une partie de E. On a: 
1°. AOo=.1'. 
2°. Pour que A soit r-Iermee dans E, it laut et il suffit que A =Aoo. 
Demonstration. Le theoreme est une consequence immediate du 
theoreme 4.8, 2°. 
The 0 rem e 4. 14. Supposons que la valuation de K soit discrete,. soit 
A une partie de E. Alors on a: 
1°. Aoo=O(A). 
2°. Si A est K-convexe et lermee dans E, on a A =Aoo. 
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Demonstration. Supposons que A soit K-eonvexe et fermee dans E. 
D'apres Ie eorollaire du theoreme 4.7.b, A est r-fermee;, d'apres Ie 
theoreme 4.13, 2° on a done A =Aoo. Si A est une partie queleonque de E, 
l'ensemble O(A) est K-eonvexe et ferme (th. 2.1), done r-ferme, dans E; 
il s'ensuit que A C O(A). Comme l'ensemble A est K-eonvexe et ferme 
dans E, on a aussi O(A) C A. On en deduit que O(A) =A =AOO (th. 4.13, 1°). 
Theoreme 4.15. Supposons que la valuation de K soit dense. Soit A 
une partie fermee K-convexe de E. Alors, pour tout 0.: E K tel que 10.:1> 1, 
on a AOO C o.:A. 
Demonstration. Soient 0.: E K, 10.:1> 1 et Xo E E, Xo ¢= o.:A. Alors on a 
o.:-lXO ¢= A, done il existe fEE' tel que If(A)1 < 1, f(o.:-lXO) = 1 (th. 3.10), 
done If(xo)1 = 10.:1> l. n s'ensuit que Xo ¢= AOO (th. 4.8,2°); on a done 
AOO C o.:A. 
Corollaire. l. Nous pouvons maintenant demontrer une reeiproque 
du theoreme 4.3, 2°: supposons que, dans E', tout ensemble faiblement 
borne soit equieontinu; alors E est un espaee K-tonneJe. 
Soit A un K-tonneau dans E. AO est faiblement borne (th. 4.11, 5°) 
dans E', done equieontinu; il s'ensuit qu'il existe un voisinage U de 0 
dans E tel que IAO(U)I < 1, done U C AOO. D'apres les theoremes 4.14 et 
4.15, il existe o.:EK, 0.:*0 tel que AooCo.:A; on a done o.:-lUCA. n en 
resulte que A est un voisinage de 0 dans E. 
2. Soit A une partie K-eonvexe eompaete de E. D'apres les theoremes 
4.14 et 4.15 il existe 0.: E K tel que A = A 00 C o.:A; il en resulte que A est 
compact. 
Etudions maintenant les topologies (E, E')-eompatibles. Nous designons 
par ::t un reeouvrement de E, forme de parties bornees, et non neeessaire-
ment satisfaisant aux conditions a, b, c du § 1 (auxquelles satisfait un 
reeouvrement 6). On de£init la ::t-topologie ~SI: sur E' comme dans Ie § 1. 
Si ::t satisfait aux conditions a, b, c mentionnees, nous appelons ~SI: une 
6-topologie. Observons que, comme (E~)' =E, nous pouvons considerer 
sur E des ::t-topologies, ou ::t est un recouvrement de E'. 
Theoreme 4.16. Soit ~ une topologie (E,E')-compatible. 
1°. ~ est une 6-topologie, OU 6 est forme de parties K-convexes, faible-
ment c-compactes et faiblement bornees de E'. 
2°. Supposons que K soit un corps local. Alors ~ est une 6-topologie, 
OU 6 est forme de parties K -convexes et faiblement compactes de E' 
(cf. [2], p. 68). 
Demonstration. Soit CP/ Ie systeme fondamental de voisinages de 
o pour ~ forme des ensembles {x E Elp(x) < I}, ou pEr. Pour tout U E CP/, 
UO est faiblement borne dans E' (th. 4.11, 5°). Soit fEE'; f est continue 
pour la topologie ~, done il existe U E CP/ tel que If( U)I < 1, done f E UO. 
n s'ensuit que ::t={UOIU E CP/} est un reeouvrement de E'. Tout U E dI/ 
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est r-ferme dans E, donc U = UOO (th. 4.13, 2°); on en deduit que (;) C (;)x. 
Soit W(UO, V), ou UEOII, V={tXEKlltXl<:8}, 8ER, 8>0, un voisinage 
de 0 pour la topologie (;)x. Si A E K, 0 < IAI <: 8, on a AU C W (UO, V); 
comme AU E 011, on voit que (;)x C (;). II en resulte que (;) = (;)x. 
Tout element A de st est K-convexe, faiblement c-compact et faiblement 
borne dans E'; si K est un corps local, tout element A de st est K -convexe 
n 
et faiblement compact (th.4.11). Soit 6={C(UAdl nEN, AiEst 
i-I 
(i = 1, ... , n)}. On a (;)(5 = (;)x, et tout element A de 6 est K -convexe, 
faiblement c-compact (th. 2.5) et faiblement borne (th. 2.7); si K est 
un corps local, A est faiblement compact (th. 2.5). 
Theoreme 4.17. Soit st un recouvrement de E' forme de parties K-
convexes, faiblement c-compactes et faiblement bornees. 
Il existe un recouvrement 6 de E' forme de parties K-convexes, faiblement 
c-compactes et faiblement bornees, tel que (;)x = (;)(5, et (;)(15 est (E, E')-compatible. 
Demonstration (cf. [2], p. 69). Soit 6 l'ensemble forme des en-
n 
sembles C( U AiAi), ou n E N, Ai E K, Ai Est (i= 1, ... , n). Les elements 
i-I 
de 6 sont K-convexes, faiblement c-compacts (th. 2.5) et faiblement 
bornes (th. 2.7). On a (;)x = (;)(5, et l'ensemble {AOIA E 6} est un systeme 
fondamental de voisinages de 0 pour (;)(5 (th. 4.12), AO etant Ie polaire 
de A dans E. Soit F Ie dual de l'espace E quand on munit E de la topologie 
(;)(5, Toute partie finie de E' est contenue dans un ensemble de 6, donc 
a(E, E') C (;)(5, d'ou E' C F. 
Soit f E F; f est continue pour (;)(5, donc il existe A E 6 tel que If(AO)1 <: 1. 
II s'ensuit que f appartient au polaire de AO dans F, c'est-a-dire au bi-
polaire B de l'ensemble A dans F. A est K-convexe et c-compact pour 
a(E', E), et a(F, E)IE' = a(E', E), donc A est c-compact aussi pour a(F, E); 
A est donc K-convexe et ferme dans F pour a(F, E). D'apres les theoremes 
4.14, 2° et 4.15, il existe tX E K tel que Be tXA C E'; on en deduit que 
fEE'. On a donc FeE', d'ou E' = F. II s'ensuit que (;)(5 est (E, E')-
compatible. 
Comme dans Ie cas classique, nous designons par -c(E, E') (et nous 
appelons topologie de Mackey sur E) la 6-topologie sur E, 6 etant forme 
des parties K -convexes et faiblement compactes de E'; nous designons 
par -cc(E, E') la 6-topologie sur E, 6 etant forme des parties K-convexes, 
faiblement c-compactes et faiblement bornees de E'. 
Theoreme 4.18.a. -cc(E, E') est la topologie la plus fine sur E qui 
est (E, E')-compatible. 
b. Si K est un corps local, -c(E, E') est la topologie la plus fine .sur E 
qui est (E, E')-compatible. 
Demonstration. Le theoreme est une consequence immediate des 
theoremes 4.16 et 4.17. 
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Remarque. Supposons que K soit un corps local; soit 0:<; une topo-
logie (E, E')-compatible, ou st est un recouvrement de E' forme de parties 
faiblement bornees de E'. Alors tout A E st est relativement compact 
pour a(E', E): Ie polaire AO de A dans E est un voisinage de 0 dans E 
pour 0:<;, donc AOO est faiblement compact (th. 4.11, 7°), et A C AOO 
(th. 4.13, 1°), AOO etant Ie bipolaire de l'ensemble A dans E~. 
Cependant, si K n'est pas un corps local, il existe un recouvrement 
st de E' forme de parties faiblement bornees, tel que pas tous les elements 
de st sont relativement compacts pour a(E', E) et que 0:<; est (E, E')-
compatible: soit ® l'ensemble des parties K-convexes, faiblement 
c-compactes et faiblement bornees de E'; on a 0@)=ic(E, E'). D'apres Ie 
theoreme 4.4. c il existe un ensemble H dans E' tel que H est equicontinu 
pour 0@) et non relativement compact dans E~. Soit st= ® u {H}; on a 
0@) C 0:<;, et il existe un voisinage U de 0 dans E pour 0@) tel que 
IH(U)I <; 1. II s'ensuit que U est contenu dans Ie polaire HO de H dans E. 
On a donc 0@)= 0:<;; d'ou l'on voit que 0:<; est (E, E')-compatible. 
Theoreme 4.19. Le8 en8emble8 r-terme8 dan8 E 80nt le8 meme8 pour 
toute8 le8 topologie8 (E, E')-compatible8. 
Demonstration. Le theoreme est une consequence immediate des 
theoremes 4.6.a et 4.8,2°. 
Theoreme 4.20.a. Soient 01,02 deux topologie8 (E, E')-compatible8, 
A une partie de E K-convexe et termee dan8 E pour 01, .if l'adherence de 
A dan8 E pour 02. Pour tout IX E K, IIXI > 1 on a .if C IXA. 
b. Suppo8on8 que la valuation de K 80it di8crete. Le8 en8emble8 K -convexe8 
terme8 dan8 E 80nt le8 meme8 pour toute8 le8 topologie8 (E, E')-compatible8 
(cf. [2], p. 67). 
Demonstration. a. D'apres les theoremes 4.14, 2° et 4.15, on a 
AOO C IXA pour tout IX E K, IIXI > 1, AOO etant Ie bipolaire de l'ensemble A 
dans E quand on munit E de la topologie 01. A 00 est une partie faiblement 
fermee de E (th. 4.11, 2°); comme a(E, E') C 02, AOO est ferme dans E 
pour 02. Pour tout IX E K, IIXI > 1, on a donc .if C AOO C IXA. 
b. L'assertion suit du theoreme 4.14: si la valuation de K est discrete, 
pour qu'une partie A de E soit K-convexe et fermee dans E, il faut et il 
suffit que A =Aoo. 
The 0 rem e 4.2 1 . Les en8emble8 borne8 dan8 E 80nt le8 meme8 pour 
toute8 le8 topologie8 (E, E')-compatible8 (cf. [2], p. 70). 
Demonstration. Soit 0 une topologie (E, E')-compatible. D'apres 
Ie theoreme 4.16, 1°, 0 est une ®-topologie, ® etant forme de parties 
K -convexes, faiblement c-compactes et faiblement bornees de E'. Comme 
produit d'espaces complets, KE est complet. Tout A E ® est ferme dans 
KE; il s'ensuit que A est une partie complete de KE, donc aussi de E~. 
® est donc forme de parties K-convexes, completes et bornees de E;. 
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Comme dans [2] (p. 70; les demonstrations sont valables aussi dans 
notre cas. Voir aussi [18], p. 124) on demontre que dans E tout ensemble 
A, borne pour a(E, E'), est borne pour Z;;. 
Soit Z;;' une autre topologie (E, E')-eompatible. Toute partie de E, 
bornee pour Z;;', est bornee pour a(E, E'), done aussi pour Z;;. 
Theoreme 4.22. Soit E un espace metrisable ou K-tonnele. Alors la 
topologie sur E est identique a Tc(E, E'); si K est un corps local, la topologie 
sur E est la topologie de Mackey (ef. [2], p. 70, 71). 
Demonstration. Soient Z;; la topologie sur un espaee metrisable E, 
Z;;' une topologie (E, E')-eompatible sur E. Raisonnons par l'absurde; soit 
U un voisinage de 0 dans E pour Z;;' qui ne soit pas un voisinage de 0 
dans E pour Z;;. Soit VI:> V2 :> V3:> ... un systeme fondamental denom-
brable de voisinages de 0 pour Z;; et soit An E K, IAnl =(!-n (n EN). Aueun 
des ensembles An Vn n'est eontenu dans U, done pour tout n E Nil existe 
Xn E E tel que Xn 1= U, Xn E An V n. On a An -IXn --+ 0 pour Z;;; l'ensemble 
{An-IxnlnEN} est done borne dans E pour Z;;, done pour Z;;' (th. 4.21). 
II s'ensuit qu'il existe A E K tel que An-Ixn E AU, d'ou Xn E An AU (n EN). 
Soit no E N tel que lAnAI < 1; on a xno E U, eontrairement it l'hypothese. 
On en deduit que Z;;' C Z;;. L'assertion suit maintenant du theoreme 4.18. 
Soient Z;; la topologie sur un espaee K-tonnele E, Z;;' une topologie 
(E, E')-eompatible sur E. Soit A une partie K-eonvexe, faiblement c-
eompaete et faiblement bornee de E'. D'apres Ie theoreme 4.3, 2°, A est 
equieontinue; il existe done un voisinage U de 0 dans E pour Z;; tel que 
IA(U)I < 1, done U est eontenu dans Ie polaire AO de A dans E. On en 
deduit que Z;;' C Z;; (th. 4.16, 1°). L'assertion suit maintenant du tMo-
reme 4.18. 
Remarque. Soit Z;; la topologie sur un espaee K-tonnele E. D'apres 
Ie tMoreme 4.16, 1°, Z;; est une ®-topologie, ® etant forme de parties 
K -eonvexes et faiblement bornees de E'; tout A E ® est done equieontinu 
(th. 4.3, 2°). Si Best une partie equieontinue de E', il existe un voisinage 
U de 0 dans E pour Z;; tel que U est eontenu dans Ie polaire BO de B dans 
E. II s'ensuit que Z;; est identique it la %-topologie sur E, % etant forme 
des parties equieontinues de E'. 
On peut renforeer Ie eorollaire du theoreme 4.12: 
Theoreme 4.23. Les a-tonneaux dans E' torment un systeme ton-
damental de voisinages de 0 pour b(E', E). 
Demonstration. Soit A un a-tonneau dans E'. Le polaire AO de 
A dans E=(E~)' est faiblement borne dans E (th. 4.11, 5°), done borne 
dans E pour la topologie initiale sur E (th. 4.21). II existe IX E K, IX 0/= 0 
tel que AOO C IXA, AOO etant Ie bipolaire de l'ensemble A dans E~ (th. 
4.14, 2° et 4.15). II s'ensuit que IX-IAoO C A, et l'ensemble IX-IAoo, done 
aussi A, est un voisinage de 0 dans E' pour b(E', E). 
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Soit A une partie de E. Nous appelons A un a-tonneau si A est un 
K-tonneau dans E G • Evidemment, tout a-tonneau dans E est un K-tonneau 
dans E. Soient Bun K-tonneau dans E, B l'adherence de B dans E pour 
a(E, E'). II existe eX EO K, eX+O tel que B C eXB (th. 4.20. a), donc eX-IB C B; 
tout K-tonneau dans E contient donc un a-tonneau dans E (si la valuation 
de K est discrete, d'apres Ie tho 4.20.b tout K-tonneau dans E est un 
a-tonneau dans E). D'apres Ie theoreme 4.23 les K-tonneaux dans E 
forment donc un sysMme fondamental de voisin ages de 0 pour la :t-
topologie sur E, :t etant forme des parties faiblement bornees de E'. 
En particulier, on a: 
Theoreme 4.24. Pour que E soit un espace K-tonnele, il faut et il 
suffit que la topologie sur E soit la :t-topologie, :t etant forme des parties 
faiblement bornees de E' (cf. [8], p. 259). 
§ 4. Espaces rlflexifs. 
Definition 4.6. On appelle bidual de E, et on designe par E", le dual 
de l'espace E b'; on a donc (Eb')' =E". 
Tout x EO E, considere comme element de (E~)', est une application 
continue pour a(E', E), donc pour b(E', E); il s'ensuit que E=(E~)' C E". 
Definition 4.7. On appelle E semi-reflexif si l'application x --+ F x 
de E dans E" (cf. tho 4.10) est une application de E sur E" (donc si toute 
forme fortement continue sur E' est faiblement continue). 
Pour que E soit semi-reflexif, il faut et il suffit que (Eb')' = (E~)', c'est-
a-dire que b(E', E) soit (E', E)-compatible. 
Theoreme 4.25. Soit E un espace semi-reflexif. Alors on a: 
1°. E b' est un espace K-tonnele, donc l'espace vectoriel E est le dual 
d'un espace K-tonnele. 
2°. Toute partie K-convexe, faiblement fermee et faiblement bornee de E 
est faiblement c-compacte ; si K est un corps local, toute partie faiblement 
fermee et faiblement bornee de E est faiblement compacte. 
Demonstration. 1°. Soient A un K-tonneau dans E b', A l'adherence 
de A dans E' pour a(E', E). A est ferme dans E' pour b(E', E); comme 
b(E', E) et a(E', E) sont (E', E)-compatibles, il existe eX EO K, eX+O tel que 
A C eXA (th. 4.20.a), donc eX-IA C A. L'ensemble eX-IA est un a-tonneau 
dans E' (th. 2.1), donc un voisinage de 0 dans E' pour b(E', E) (th. 4.23). 
II s'ensuit que E b' est un espace K-tonnele. 2°. Soit A une partie K-
convexe, faiblement fermee et faiblement bornee de E. D'apres 1° et Ie 
theoreme 4.3, 2°, A est une partie equicontinue de E = (Eb')'. Du theoreme 
4.4.b on deduit que A est c-compacte pour a(E, E'). De la meme fa<i0n 
on demontre la deuxieme partie de l'assertion. 
Theoreme 4.26. Supposons que toute partie K-convexe, faiblement 
fermee et faiblement bornee de E soit faiblement c-compacte. Alors E est 
semi-re-flexif· 
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Demonstration. La topologie b(E', E) est la 6-topologie sur E', 
6 etant forme des parties K-convexes, faiblement fermees et faiblement 
bornees de E (th. 4.21), c'est-a-dire des parties K-convexes, faiblement 
c-compactes et faiblement bornees de E. II s'ensuit que b(E', E) =7:c(E', E). 
On en deduit que b(E', E) est (E', E)-compatible (th. 4.I8.a), donc E 
est semi-reflexif. 
Definition 4.8. On dit que E est reflexif s'il est semi-reflexif et si la 
topologie sur E =E" = (Eb')' est identique a b(E, E b'). E est donc le bidual 
fort Eb" de E, c'est-a-dire le dual fort de E b'. 
Theoreme 4.27. Tout espace E reflexif est K-tonnelC. 
Demonstration. L'espace E b' est reflexif, donc E, etant Ie dual fort 
de E b', est un espace K-tonnele (th. 4.25, 1°). 
Theoreme 4.28. Soit E un espace K-tonnelC. Supposons que toute 
partie K -convexe, faiblement fermee et faiblement bornee de E soit faiblement 
c-compacte. Alors E est reflexif. 
Demonstration. D'apres Ie theoreme 4.26, E est semi-reflexif. 
Toute partie de E' faiblement bornee est fortement bornee (th. 4.21), 
donc la topologie sur E est la st-topologie, st etant forme des parties 
fortement bornees de E' (th. 4.24). On en deduit que E est reflexif. 
Corollaire. 1. Un espace de Montel et un espace (cvK) sont reflexifs. 
2. Supposons que K soit un corps local en que E soit un espace de 
Montel. Alors E b' est un espace de Montel (cf. la demonstration dans 
[2] (p. 91)). 
§ 5. Exemples et applications. 
a. Dans [11] on demontre: supposons que K soit complet. Soit E un 
espace vectoriel norme n.a., complet, separable, de dimension infinie sur 
K, et tel que l'ensemble des valeurs de la norme de E ait 0 comme seul 
point d'accumulation (la valuation de K est donc discrete). Alors E n'est 
pas semi-reflexif. 
Dans [5] on demontre: supposons que K so it complet et que la valuation 
de K soit discrete. Soit E un espace vectoriel norme n.a., de dimension 
infinie sur K, et tel que la norme de E prenne ses valeurs dans WK. Alors 
E n'est pas !?emi-reflexif. 
b. Pour les espaces localement K-convexes, non normes, semi-reflexifs 
la situation est differente: 
Theoreme 4.29. Pour tout corps complet sphCrique K, il existe un 
espace localement K-convexe, reflexif, de dimension infinie. 
Demonstration. Soient F et E les espaces des exemples 2 et 5 du 
chapitre III. Une forme lineaire continue f sur Fest determinee par les 
f(cp(t») =Yi (i EN); on verifie aisement que (Yi) E E. Inversement, si (Yi) E E, 
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par f(o<)= ~>iYi (pour 0<= (O<i) E F) est determinee une forme lineaire 
i~l 
continue sur F: supposons que Yi = 0 pour i > n, alors on a 
" \f(o<)\ = \ I O<iYi\ < max \Yi\' max Pi(O<). 
i=l l~i~n l<i<n 
L'espace vectoriel F' est donc isomorphe it l'espace vectoriel E. 
Toute partie bornee de Fest contenue dans un ensemble 
{(o<dEF\IO<i\<Si (iEN)), ou siER, s/>O (iEN); 
un systeme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie forte sur 
F'=E est donc forme des ensembles {(Yi)EEIIYi\<si (iEN)}, ou 
sIER, Si>O (iEN). On a donc b(F',F)=0w , d'ou E=Fb'. 
U ne forme lineaire g sur E est determinee par un element 0< = (O<i) de 
F, si nous posons g(/5(i») = O<i (i EN). Pour que g soit continue sur E, il 
faut et il suffit que glEn so it continue (n EN) (th. 3.14, 3°); on a 
" " \g( I Yi(W»)\ < max \O<i\' II 2 Yi t5 (i)IIn, 
i=l l:S;;;;;i~n i=l 
donc E'=F. 
Pour qu'une partie B de E soit bornee pour 0w , il faut et il suffit que 
B soit contenue dans un ensemble {y E E n\ IIYlln<S}, ou n EN, S E R, s>O 
(th. 3.14, 1°). Un systeme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie 
forte sur E' = Fest donc forme des ensembles {(O<i) E F\\O<i\ <S (I <i <n)}, 
ou sER, s>O, nEN. La topologie b(E',E) est donc determinee par la 
famille {Pn \ n E N} de semi-normes n.a., ou Pn(o<) = \o<n\ pour 0< = (o<t) E F 
(n EN). On a donc (Fb')b' = F; on voit que E et F sont des espaces reflexifs 
et qu'ils sont les duals forts l'un de l'autre. 
Remarque. D'apres les exemples 7, 8 et 9 du chapitre III, E et F 
sont des espaces (c..4); on deduit donc immediatement du corollaire I 
du tMoreme 4.28 qu'ils sont re£lexifs. Cependant, la demonstration du 
theoreme 4.29 donnee ci-dessus est encore valable si K n'est pas complet 
spMrique. 
c. Soit JJI l'espace de l'exemple 3 du chapitre III. Soit Y = (Yi), Yt E K 
(i E Z+) tel qu'il existe ko E N avec sup \Yn\e-kon<oo. Si 0<= (O<i) EM, on a 
" 00 
\o<nYn\=\o<n\ekon'\Yn\e-kon----+-o (n----+-oo). De£inissons Y(O<)= 2YiO<i; on a 
i-O 
\Y(o<)\ <sup \Yn\e-kon'Pko (0<), donc (Yd determine un element de M'. 
" Inversement, soit Y EM'; Y est determine par les Y(/-l(i») =Yi (i E Z+). II 
existe ko EN et IE R, I> 0 tels que 0< E M, Pko( 0<) < I entrainent \ Y(O<) \ < I. Soit 
o«n) EM, \O<n(n)\=e-kon, O<k(n)=o pour k=l=n (nEZ+). On a Pko(o«n»)=l 
(n EN), donc \y(o«n»)\ = \Yn\e-kon< I (n E Z+). On en deduit que l'espace 
vectoriel M' est isomorphe it l'espace vectoriel des suites (Yi), Yi E K (i E Z+), 
telles qu'il existe kEN avec sup \Yn\e-kn < 00. Soit f!lJ l'ensemble des 
" parties de M de la forme {O< E M\Pn(O<) < In (n EN)}, ou In E R, In> 0 (n EN). 
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Toute partie bornee de M est contenue dans un element de pg; un systeme 
fondamental de voisinages de 0 pour b(M', M) est donc {AOI A E pg}. 
Determinons maintenant Ie dual de M b'; nous savons que (Mb')':) M. 
Si v(n) designe l'element de M' tel que vn(n) = 1, Vk(n) = 0 pour k=l=n (n E Z+), 
n 
on a L Ytv(i) --+ (Yi) (n --+ =) pour (Yi) EM'. Vne forme lineaire continue 
i-O 
b sur M b' est donc determinee par les b(v(i») = bi (i E Z+). Supposons qu'il 
existe ko EN tel que sup Ibnlekon==. b est continue sur M b', donc il 
n 
existe A E pg, A = {ex E MIPn(ex) .;;;;In (n E N)} tel que Y E AO entraine Ib(y)l.;;;; l. 
Soit no E Z+ tel que Ibnolekono>elko, et soit Y E M' tel que lk'ol ekono-l< 
<Iynol .;;;;lkc/ ekono , Yi=O pour i=l=no. Alors, si ex E A, on a ly(ex)1 =IYnoexnol = 
= Iynole-kono· lexnolekono.;;;;lkol.lkO= 1; d'ou YEAO. D'autre part, on a 
Ib(Y)I=lbnoYnol=lbnolekono·IYnole-kono>elko·l,~Je-1=1, ce qui est absurde. 
Tl s'ensuit que l'espace vectoriel (Mb')' est isomorphe a l'espace vectoriel 
M, donc M est semi-reflexif. 
La demonstration ci-dessus est encore valable si K est un corps value 
n.a. quelconque, c'est-a-dire non necessairement complet spherique. 
D'apres l'exemple 10 du chapitre III, pour que M soit un espace de 
Montel, il faut et il suffit que K soit un corps local. Si K est un corps 
local, on deduit du corollaire 1 du theoreme 4.28 que M est reflexif. 
d. Soit L l'espace de l'exemple 6 du chapitre III. On deduit du tMoreme 
4.27 que L n'est pas reflexif. 
e. Nous donnons la caracterisation des espaces bornologiques, annoncee 
dans Ie § 3 du chapitre III: supposons que, pour tout espace localement 
K-convexe F, toute application lineaire localement bornee de E dans F 
soit continue. Soient (01 la topologie sur E, "Y l'ensemble des parties 
K-convexes de E qui absorbent toutes les parties de E bornees pour (01, 
(02 la topologie sur E pour laquelle "Y est un systeme fondamental de 
voisin ages de O. Evidemment, on a (01 C (02. Soit E 1 ' (E2') Ie dual de E, 
quand on munit E de la topologie (01 ((02); on a E 1' C E 2'. Toute forme 
lineaire sur E, continue pour (02, est localement bornee, donc continue, 
pour (01; on a donc E 2' eEl'. On en deduit que (02 est (E, E1')-compatible. 
Soit j l'appJication identique de E, muni de (01, sur E, muni de (02. 
Si Best une partie de E bornee pour (01, j(B) est borne pour (02 (th. 4.21). 
On voit que l'application jest localement bornee, donc continue; d'ou 
(02 C (01. On a donc (01= (02. D'apres la definition 3.7, l'espace E, muni 
de la topologie (01, est bornologique. On a donc (th. 3.18): 
Theoreme 4.30. Pour que E soit bornologique, il taut et il suffit que, 
pour tout espace localement K-convexe F, toute application lineaire localement 
bornee de E dans F soit continue. 
En particulier, du tMoreme 4.30 on deduit que les espaces (§") et les 
espaces (2§") (sur un corps complet spMrique) sont des espaces borno-
logiques (th. 3.17). 
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Si, dans la demonstration du tMoreme 4.30, on remplaee la topologie 
<';1 par la topologie (E, E1')-eompatible la plus fine <,;', les ensembles 
bornes restent les memes (th. 4.21), et on voit que <,;' = <';1. On a done 
(th. 4.18): 
Theoreme 4.31. Boit E un espace bornologique. On a: 
a. La topologie sur E est identique it ic(E, E'). 
b. Bupposons que K soit un corps local. A lors , la topologie sur E est la 
topologie de Mackey. 
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